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Nanomatemàtiques:
modelització matemàtica a la nanoescala
Tim G. Myers, Francesc Font, Vincent Cregan i Michelle M. MacDevette
Resum: En aquest article exposem tres problemes estudiats recentment al grup de
Matemàtica Industrial del Centre de Recerca Matemàtica, en els quals l’aproximació del
continu resulta vàlida per a descriure fenòmens a la nanoescala:
1. Transferència de calor en nanofluids: els resultats experimentals que confir-
men l’increment de la capacitat de transferir calor dels nanofluids respecte dels
fluids estàndard són sovint contradictoris. Mitjançant una anàlisi de capa límit
mostrarem com el model matemàtic utilitzat en nombroses ocasions per justifi-
car l’increment en la transferència de calor dels nanofluids preveu, de fet, una
disminució d’aquesta propietat.
2. Fusió de nanopartícules: les nanopartícules mostren un increment abrupte de la
velocitat de transició de fase a mesura que el seu radi decreix. Presentarem un
model matemàtic que descriu aquest fenomen. El model preveu temps totals de
transició sòlid-líquid que concorden amb les observacions experimentals.
3. Increment del flux d’un fluid en nanotubs de carboni (CNT): mostrarem que els
resultats experimentals sobre l’increment de flux en nanotubs de carboni es
poden explicar mitjançant les equacions estàndard de la dinàmica de fluids amb
la incorporació d’una capa d’extinció (depletion layer ) a la interfície entre el fluid
i el sòlid.
Paraules clau: nanotubs, nanofluids, nanopartícules, transferència de calor, conducti-
vitat tèrmica, canvi de fase.
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1 Introducció
La nanotecnologia tracta amb materials en què, com a mínim, la longitud
d’una de les tres dimensions espacials és inferior a 100 nm. En els últims anys
la nanotecnologia ha tingut un impacte extraordinari en diversos camps com la
medicina, la biotecnologia, la informàtica, la producció d’energia, la construcció,
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els cosmètics o l’enginyeria de materials. La recerca nanotecnològica ha estat
conduïda principalment per la química, la física, la biologia i l’enginyeria i,
en canvi, la matemàtica aplicada hi ha tingut un rol menys important. Tot
i així, com en molts altres camps de la ciència, la modelització matemàtica
podria exercir-hi un paper significatiu. En aquest article descriurem tres casos
relacionats amb la nanotecnologia on la modelització matemàtica i la utilització
de tècniques estàndard de la matemàtica aplicada han estat clau i han permès
obtenir resultats molt rellevants.
Els problemes estudiats en les seccions que vénen a continuació són la
transferència de calor en nanofluids, la transició de fase en nanopartícules
i l’increment del flux d’un fluid a través de nanotubs de carboni. En cadascun
dels problemes tractats els models matemàtics desenvolupats fan servir la
teoria del continu, fet que ens condueix a la pregunta següent: fins a quina
longitud d’escala és aplicable la teoria del continu? La resposta senzilla és que la
teoria del continu es pot aplicar sempre que les variacions estadístiques de les
propietats materials, com ara la densitat, siguin petites. Per als fluids aquesta
variació sovint s’estima en l’1 % [1]. Basant-se en aquest valor Nguyen et al. [35]
estimen una mida crítica de 10 i 90 nm per a líquids i gasos, respectivament.
Però, comparant simulacions de dinàmica molecular amb càlculs basats en
les equacions de Navier-Stokes, Travis et al. [44] mostren que la teoria del
continu es pot aplicar a la dinàmica de l’aigua fins a 3 nm. Thomas et al. [43]
suggereixen un valor inferior d’1.66 nm. Si es tracta de transferència de calor, la
mida mínima suggerida és de 2 nm [20], encara que aquest límit pot dependre
del tipus de material, i altres autors estableixen valors entre 2 i 5 nm [26, 27].
Un nanofluid és un fluid que conté nanopartícules. Observacions experi-
mentals han mostrat que afegir nanopartícules a un fluid base pot produir una
millora en la seva conductivitat tèrmica i capacitat de transferir calor. Un dels
reptes importants de la societat moderna consisteix a mantenir els aparells
electrònics a una temperatura òptima per al seu funcionament. En els últims
anys, la grandària dels aparells s’ha anat reduint de manera progressiva fins
al punt que els mecanismes actuals de refredament resulten insuficients. Els
nanofluids han estat proposats com a candidats principals per a proporcionar
mecanismes de refredament eficients per a les noves tecnologies. A la secció 2
investiguem un model estàndard que descriu la dinàmica d’un nanofluid i que
mostra que, contràriament a l’opinió estesa, la seva capacitat de transferir calor
és inferior a la del corresponent fluid base.
A més de servir com a additius per a millorar les propietat de fluids refrige-
rants, les nanopartícules tenen una gran varietat d’aplicacions a la medicina,
el medi ambient, la fabricació de nous materials i l’emmagatzematge d’ener-
gia [3]. En medicina, es poden fer servir per a millorar la diagnosi i terapia
d’enfermetats, com a agents portadors de fàrmacs o com a principis actius. A
causa de l’estabilitat química i propietats òptiques de l’or, les nanopartícules
d’aquest material són les més utilitzades. El seu ús més estès és en la teràpia
d’hipertèrmia de tumors o com a agents de contrast per a l’obtenció d’imatges
mèdiques [10]. En certes circumstàncies, és important que les nanopartícules,
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després de completar la seva funció principal, es desintegrin en petits clústers
o molècules que puguin ser fàcilment expulsats del cos. A la secció 3 mode-
litzarem el canvi de fase sòlid-líquid en nanopartícules. Ho farem introduint
modificacions pertinents al problema clàssic de Stefan, que modelitza processos
de canvi de fase mitjançant la teoria del continu.
Els nanotubs de carboni (CNT) són nanoestructures cilíndriques formades
a partir de grafè i que tenen propietats insòlites: són molt bons conductors
tant tèrmics com elèctrics, i mostren una duresa i força mecànica inusuals.
Com a conseqüència, la recerca dels possibles usos i aplicacions dels CNT s’ha
intensificat de manera notable en els últims anys. Una de les aplicacions és
a la indústria tèxtil i es basa en les observacions que indiquen que els CNT
transporten l’aigua molt més de pressa del que prediu la teoria estàndard de la
dinàmica de fluids. Articles a les revistes Science i Nature [22, 30] varen indicar
inicialment un increment de la velocitat de tres ordres de magnitud. Estudis
més actuals [47] estimen un factor multiplicatiu de 45 com a increment màxim.
En la secció 4, fem servir un concepte de la dinàmica de fluids no newtonians
per a explicar per què l’increment de la velocitat de l’aigua a través dels CNT és
molt més elevat que el que prediu la teoria clàssica. El model que presentem
també suggereix una interpretació física de la condició de lliscament de Navier
(Navier slip condition).
2 Transferència de calor en nanofluids
Hi ha una gran quantitat d’articles experimentals que posen de manifest l’efi-
ciència i l’augment de la capacitat de transferència de calor dels nanofluids:
vegeu, per exemple, el recull fet a [25]. No obstant això, hi ha una quantitat
creixent d’estudis que evidencien el contrari, en particular l’article de referència
de Buongiorno et al. [9], el qual conclou que no hi ha cap augment anòmal
en la conductivitat tèrmica dels nanofluids estudiats. De fet, Buongiorno [8]
prèviament va desenvolupar un dels models més populars en el camp de la
dinàmica de nanofluids, el qual va utilitzar per concloure que el coeficient de
transferència de calor (HTC) augmenta quan la concentració de nanopartícu-
les del fluid augmenta. Recentment MacDevette et al. [29] varen presentar un
model quasi idèntic i, mitjançant la teoria estàndard de la capa límit, varen
arribar a la conclusió contrària. També expliquen per què el resultat obtingut
per Buongiorno et al. és diferent i per què alguns dels articles més citats que
van fer servir el mateix model també arriben a conclusions errònies.
En l’estat estacionari la dinàmica d’un nanofluid es descriu mitjançant les
equacions següents:
∇ · (ρnfu) = 0, (1)
ρnfu · ∇u = −∇p +∇ · (τ˜) , (2)
∇ · (χnfuT) = ∇ · (knf∇T), (3)
∇ · (φu) = ∇ ·
[
CBT∇φ+ CTφ∇TT
]
, (4)
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on u = (u,v) és la velocitat, p la pressió, τ˜ el tensor de tensions, T la tempera-
tura i φ la fracció volumètrica de nanopartícules. Els paràmetres que depenen
deφ són ρnf , χnf , knf i representen la densitat, el producte de la calor específi-
ca i la conductivitat tèrmica del nanofluid. Els subíndexs bf , np i nf indicaran
fluid base, nanopartícules i nanofluid, respectivament. Els termes difusius amb
els paràmetres CB i CT representen el moviment brownià i la termoforesi, respec-
tivament. El moviment brownià s’inclou perquè les nanopartícules són cossos
tan petits que la vibració de les molècules del fluid n’afecta el moviment. La
termoforesi indica que les partícules es mouen mitjançant els gradients de
temperatura, un fet que succeeix perquè les molècules calentes vibren més
ràpidament que les molècules fredes. Per tant, en presència d’un gradient de
temperatura les nanopartícules són empeses cap a la banda més freda. Les
condicions de contorn del sistema són, per a y = 0,
knf
∂T
∂y
= −Q, u = v = 0, (5)
que representa un flux constant i sense lliscament. A l’entrada, x = 0, és
φ = φin, T = T∞, u = (U,0), (6)
condicions que indiquen que inicialment el fluid està ben mesclat.
Per estudiar la capacitat del fluid d’extreure calor del sistema fem ús de les
variables escalades de la capa límit
xˆ = x
L
, yˆ = y
L
√
Re, Tˆ = T − T∞
A
, (7)
uˆ = u
U
, vˆ = v
U
√
Re, pˆ = p − p∞
ρbfU2
, (8)
on A correspon a una escala de temperatura encara per determinar, U és la
velocitat del fluid a l’infinit (far field velocity), Re = ρbfUL/µbf és el número
de Reynolds i µbf és la viscositat dinàmica del fluid base. Els paràmetres físics
que varien els escalem amb els valors del fluid base
µˆnf =
µnf
µbf
, ρˆnf =
ρnf
ρbf
, kˆnf =
knf
kbf
, φˆ = φ
φin
, χˆnf =
χnf
χbf
. (9)
Eliminant els barrets de la notació, l’equació reescalada per a φ esdevé
∇ · (φu) = γ ∂
∂y
[(
T + T∞
A
)
∂φ
∂y
+ λφ
T + T∞/A
∂T
∂y
]
, (10)
on γ = CBAρbf /µnf i λ = CT/(CBA). L’escala de temperatura queda determi-
nada a partir de la calor proporcionada al sistema. Per tant, la condició de
contorn (5) la redimensionalitzem de manera que kbfA
√
ReL−1Ty = Q, i esco-
llim A = QL/(kbf
√
Re). Típicament, per a nanofluids γ ∼ O(10−5), de manera
que el terme dominant de (10) és
∇ · (φu) = φ∇ · (u)+ u · ∇φ ≈ 0. (11)
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Fent servir l’expressió de la densitat del nanofluid, ρnf = φρnp + (1−φ)ρbf ,
l’equació de continuïtat en estat estacionari (1) esdevé
(φρnp + (1−φ)ρbf )∇ · u+ (ρnp − ρbf )u · ∇φ = 0. (12)
Partint de l’expressió (11) i substituint u · ∇φ=−φ∇·u a l’equació (12) s’obté
la condició d’incompressibilitat del fluid ∇ · u = 0. Llavors, l’expressió (11) es
pot escriure com
u · ∇φ = 0, (13)
que indica que φ és constant al llarg de les línies de corrent. Físicament això
significa que l’efecte del moviment brownià i de la termoforesi a la difusió és
tan petit que les partícules simplement es mouen amb el fluid i no els arriba
l’input de calor del contorn. El fet que γ tingui un valor tan petit indica que el
transport per difusió causat pel moviment brownià i per la termoforesi mai
no té un rol important en el flux en la capa límit. Així mateix, que φ sigui
constant implica que paràmetres com ρnf , µnf i knf són també constants.
Com a conseqüència, el model es pot simplificar de manera considerable, i es
pot aplicar una anàlisi estàndard de la capa límit a u i T . En aquest cas, les
equacions en l’estat estacionari són
∂u
∂x
+ ∂v
∂y
= 0, (14)
ρi
(
u
∂u
∂x
+ v ∂u
∂y
)
= −∂p
∂x
+ µi ∂
2u
∂y2
+O(1/Re), (15)
0 = ∂p
∂y
+O(1/Re), (16)
u
∂T
∂x
+ v ∂T
∂y
= ki
χiPr
∂2T
∂y2
+O(1/Re), (17)
on el subíndex i denota el valor a l’entrada i Pr = µbfχbf /(ρbfkbf ) és el número
de Prandtl. L’equació (16) implica que p = p(x) i com que, en acostar-nos a
l’infinit, y →∞, u→ 1, v → 0, l’equació (15) ens indica que px = 0. Llavors, el
problema es redueix a
u
∂u
∂x
+ v ∂u
∂y
= νi ∂
2u
∂y2
, u
∂T
∂x
+ v ∂T
∂y
= ki
χiPr
∂2T
∂y2
, (18)
on νi = µi/ρi. Per a completar el model imposem les condicions de contorn
redimensionalitzades següents:
u = v = 0, kiTy = −1 quan y = 0, (19)
u = 1, v = 0, T = 0 quan y → 0. (20)
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El mètode de la integral de balanç de la calor (HBIM), descrit a [33], es pot utilitzar
per trobar solucions aproximades per a la velocitat del fluid i la temperatura de la
capa límit. L’HBIM consisteix a triar un polinomi per a aproximar tant la velocitat
com la temperatura dins d’una capa límit finita, δ per a la velocitat i δT per a
la temperatura. L’aproximació per a la velocitat a prop del contorn concorda
satisfactòriament amb la solució exacta corresponent obtinguda mitjançant
l’anomenat mètode de Blasius [2]. Malauradament, el problema tèrmic no té
solució exacta i ens força a utilitzar un mètode aproximat.
Figura 1: Perfils de les capes límit per a la temperatura i la velocitat
per a valors de la fracció volumètrica φin = 1,5,10 %, representades
per les línies de punts, discontínues i contínues, respectivament, per al
nanofluid Al2 O3-aigua.
La figura 1 mostra la capa límit per a la velocitat i la temperatura en funció
de la posició per a diferents valors de la fracció volumètrica φin = 1,5,10 %,
utilitzant valors dels paràmetres corresponents a aigua amb nanopartícules d’a-
lúmina (Al2 O3). L’amplada de la capa límit augmenta amb la fracció volumètrica,
i això indica que el nanofluid pot extreure més calor amb un nombre més elevat
de nanopartícules. D’altra banda, la velocitat decreix quan la fracció volumètrica
creix, com es mostra en la figura 2 per als mateixos valors de φ, és a dir, la
transferència de massa és més lenta, fet que implica un efecte advers per a la
transferència de calor. Així doncs, els gràfics mostren que, per tal que el nano-
fluid tingui propietats físiques òptimes, s’ha de trobar una concentració òptima
de nanopartícules que augmenti suficientment el flux de calor (incrementant k)
sense disminuïr el flux de massa de manera significativa (incrementant µ).
El paràmetre clau d’aquest estudi és el coeficient de transferència de ca-
lor (HTC). Diversos autors reivindiquen que aquest paràmetre augmenta signifi-
cativament amb la concentració de nanopartícules. Una definició de l’HTC que
reflecteix correctament l’input d’energia del sistema és
H = Q
∫ δT
0 ρcudy∫ δT
0 ρcu(T − T∞)dy
. (21)
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Figura 2: Predicció de la velocitat mitjançant l’HBIM per a les fraccions
volumètriques φin = 1,5,10 %, que corresponen a la línia de punts,
discontínua i contínua, respectivament, per al nanofluid Al2 O3-aigua.
La figura 3 mostra l’HTC en funció de la distància, fent servir paràmetres cor-
responents a nanofluids d’aigua o etilenglicol com a fluid base i nanopartícules
d’alúmina. Clarament, l’HTC decreix quan augmenta la fracció volumètrica. És a
dir, el model mostra que l’HTC dels nanofluids no augmenta sinó que decreix, a
pesar de la multitud d’estudis existents, basats en el mateix model, que afirmen
totalment el contrari (per a una valoració més detallada d’alguns d’aquests es-
tudis vegeu [29]). Per exemple, l’anàlisi de capa límit feta a Buongiorno et al. [9]
és només vàlida en una regió tres ordres de magnitud més petita que l’amplada
de la subcapa laminar i, per tant, associada incorrectament a la regió exterior
del flux del fluid. Altres possibles fonts de discrepància entre l’estudi present i
treballs anteriors són: interpretacions diferents de l’HTC, hipòtesis errònies per
tal de reduir el grau de dificultat del model i valors incorrectes dels paràmetres
utilitzats.
Figura 3: Variació de l’HTC en funció de la distància per al fluid base
(cercles), etilenglicol o aigua, i φin = 1,5,10 %, corresponents a les línies
de punts, discontínua i contínua, respectivament.
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El nostre treball no prova de manera concloent que els nanofluids no puguin
millorar la capacitat d’extreure calor d’un sistema; és possible que l’observació
d’aquest increment en alguns dels experiments sigui deguda a mecanismes
físics no inclosos en el model present. A més a més, ens hem limitat a in-
vestigar nanofluids d’aigua i etilenglicol amb nanopartícules de Al2 O3; altres
combinacions fluid-sòlid podrien comportar un augment de la transferència de
calor.
La recerca en nanofluids és un camp extremament actiu. Una àrea on els
nanofluids han demostrat ser prometedors és en l’avenç de la tecnologia so-
lar. En particular, en els captadors solars d’absorció directa (DASC). Els DASC
són fluids que absorbeixen i transfereixen energia solar. No obstant això, a
causa de la seva baixa capacitat d’absorció, els fluids estàndard són inefi-
cients per a absorbir radiació solar. Per exemple, l’aigua només absorbeix
un 13 % de l’energia solar disponible [36]. S’ha mostrat, però, que nanopartí-
cules disperses en el fluid del captador solar en milloren les propietats òp-
tiques i termofísiques [15]. DASC basats en nanofluids (o NDASC) fan ser-
vir les propietats òptiques i termofísiques dels nanofluids per a absorbir i
dispersar la radiació solar. Estudis experimentals recents demostren que els
NDASC tenen molt potencial per a aprofitar de manera més eficient l’ener-
gia solar que els captadors solars convencionals. Per exemple, s’han trobat
increments en l’eficiència del 10–30 % [37, 41, 45, 50].
Actualment, els NDASC no són econòmicament viables [41]. Un dels reptes
tecnològics més importants del segle xxi és el de desenvolupar un sistema,
globalment i econòmicament viable, capaç de convertir energia solar en energia
tèrmica de manera eficient i que pugui competir amb els sistemes actuals de
generació d’energia per mitjà de combustibles fòssils. Per tal d’aconseguir-ho és
imprescindible fomentar la recerca, tant teòrica com experimental, en nanofluids.
Actualment, una de les línies de treball del nostre grup és, precisament, la
recerca de mètodes més eficients per a convertir energia solar en energia
tèrmica mitjançant els nanofluids.
3 Fusió de nanopartícules
Actualment, les nanopartícules són un tema molt actiu d’investigació gràcies
a les seves propietats úniques i la gran quantitat de noves aplicacions que
ofereixen en camps com l’òptica, l’electrònica, la biomedicina, la nanolitografia,
etc. [3, 24, 40]. Una de les raons del seu comportament inusual és l’alt valor del
quocient entre la proporció d’àtoms al volum i a la superfície de la nanopartí-
cula, que n’afecta de manera molt significativa les propietats materials [20]. Un
exemple concret és, com bé se sap, la davallada de la temperatura de fusió a
mesura que la grandària de la nanopartícula es redueix [40]. Els experiments
de Buffat i Borel [7] mostren una disminució de la temperatura de fusió d’uns
500 K en partícules d’or de radi lleugerament superiors a 1 nm. Les simulacions
de dinàmica molecular de Shim et al. [40] mostren disminucions de més de
800 K per sota de la temperatura de fusió estàndard (disminució d’un 40 %)
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per a nanopartícules d’or de radi d’uns 0.8 nm. Els medicaments amb baixa
solubilitat en aigua poden ser administrats en forma de nanopartícules per
millorar-ne l’absorció. Bergese et al. [6] i Liu et al. [28] estudien antibiòtics i
medicaments antianginosos, que mostren una disminució de la temperatura
de fusió d’uns 30 K (disminució d’un 10 %). A causa de la baixa toxicitat de l’or,
les nanopartícules d’aquest material també poden ser bones portadores de
medicaments o de gens per a teràpies gèniques [39]. Moltes aplicacions reque-
reixen que les nanopartícules es dissolguin després de complir la seva funció
principal i passin a través del sistema com a molècules o clústers dispersos.
Per tant, és important entendre la seva resposta a estímuls tèrmics, així com el
seu comportament en canviar de fase.
Si la densitat i la calor específica romanen aproximadament constants, la
temperatura de fusió es pot estimar mitjançant l’expressió següent de Gibbs-
Thomson generalitzada
Lm
(
Tm
T∗m
− 1
)
+∆c
[
Tm ln
(
Tm
T∗m
)
+ T∗m − Tm
]
= −2σslκ
ρs
, (22)
on Lm és la calor latent, Tm la temperatura de fusió, T∗m la temperatura de fusió
estàndard, ∆c = cl − cs la variació de la calor específica entre el sòlid i el líquid,
σ la tensió superficial i κ la curvatura mitjana. Fem notar que considerem els
canvis de pressió menyspreables. Per tant, en l’obtenció de (22), s’ha prescindit
d’un terme addicional que té en compte els canvis de pressió del sistema [4].
En la figura 4 es compara l’expressió de Gibbs-Thomson generalitzada amb
dades experimentals de nanopartícules d’or d’entre 2 i 12 nm [18]. La figura
interior mostra que l’expressió (22) és multievaluada i resulta inadequada per
a determinar la temperatura de fusió per a radis propers a la unitat. La línia
contínua correspon a l’expressió de Gibbs-Thomson generalitzada i la línia
discontínua representa la temperatura de fusió mitjançant l’expressió clàssica
de Gibbs-Thomson (i. e., substituint ∆c = 0 a (22)). Finalment, la línia de ratlles
i punts correspon a la coneguda fórmula de Pawlow [18].
El model matemàtic que presentem a continuació es pot situar dins del grup
conegut com a problemes de frontera mòbil o problemes de Stefan [13, 21].
Aquest model es diferencia dels models clàssics en el fet que el valor de la
temperatura a la frontera mòbil no és constant sinó que depèn del temps, com
succeeix en el procés de solidificació de líquids subrefredats [14, 17]. La condició
de Stefan, que descriu de manera apropiada la fusió d’una nanopartícula esfèrica,
és la següent:
∂T
∂t
= 1
r 2
∂
∂r
(
r 2
∂T
∂r
)
, R < r < 1, (23)
∂θ
∂t
= k
c
1
r 2
∂
∂r
(
r 2
∂θ
∂r
)
, 0 < r < R, (24)
on T(r , t) representa la temperatura de la fase líquida, θ(r , t) la temperatu-
ra de la fase sòlida i R = R(t) la posició de la frontera entre les dues fases.
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Figura 4: Variació de la temperatura de fusió de l’or en funció del radi
de la nanopartícula. La línia contínua representa l’expressió de Gibbs-
Thomson generalitzada, la discontínua la forma reduïda (cl = cs ), la de
punts i ratlles és la fórmula de Pawlow i els diamants representen les da-
des experimentals. El gràfic interior mostra que la fórmula generalitzada
de Gibbs-Thomson deixa de ser vàlida per a valors propers a 1 nm.
Les condicions de contorn són T(1, t) = 1 , T(R, t) = θ(R, t) = Tm i θr (0, t) = 0.
Finalment, la condició de Stefan proporciona una equació per a la posició de la
frontera entre el sòlid i el líquid
[β+ (1− c)Tm] dRdt = k
∂θ
∂r
∣∣∣∣
r=R
− ∂T
∂r
∣∣∣∣
r=R
. (25)
La temperatura de fusió redimensionalitzada, Tm, es determina via
0 = β
(
Tm + ΓR
)
+ (1− c)
δT
[(
Tm + 1δT
)
ln (Tm δT + 1)− Tm
]
. (26)
Els paràmetres resultants de la redimensionalització són
αl = klρlcl , c =
cs
cl
, k = ks
kl
,
β = Lm
cl∆T
, δT = ∆T
T∗m
, Γ = 2σslT
∗
m
R0ρlLm∆T
,
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amb ∆T = TH − T∗m, on TH és la temperatura aplicada a la superfície de la
nanopartícula.
Amb un increment de la temperatura de ∆T = 10 K s’obté β ≈ 8, 40, 12
per a l’aigua, l’or i el plom, respectivament. Òbviament, com més petit és
l’increment ∆T , més gran és el valor de β. A causa del volum reduït de les
nanopartícules, l’energia requerida per fondre-les és molt petita: un increment
lleuger de la temperatura, ∆T , a la superfície de la nanopartícula és suficient
per a fondre-la de manera pràcticament instantània. Per tant, treballar amb
valors alts del número de Stefan, on β 1, és una suposició raonable en aquest
context. Cal destacar que un valor petit de β indica un procés de fusió ràpid, ja
que la temperatura TH és molt més gran que la temperatura de fusió, T∗m, mentre
que un valor de β elevat implica un procés lent, ja que TH és propera a T∗m (tot
i això, els termes ràpid i lent són relatius ja que les escales de temps són de
l’ordre del pico segon). Això indica una relació entre l’escala de temps i β; per
tant, fent ús d’aquesta relació reescalem el temps mitjançant t = βτ i busquem
solucions del tipus T = T0 + T1/β+ · · · . Per a la fase líquida tindrem
O(1) : 0 = 1
r 2
∂
∂r
(
r 2
∂T0
∂r
)
, T0(1, τ) = 1, T0(R, τ) = Tm, (27)
O(1/β) : ∂T0
∂τ
= 1
r 2
∂
∂r
(
r 2
∂T1
∂r
)
, T1(1, τ) = 0, T1(R, τ) = 0, (28)
amb les solucions respectives
T0=1+ (Tm − 1)Rr
(
1− r
1− R
)
, (29)
T1= (3Rµ1 + Tm − 1)
6(1− R)2
{[
(3−r)r− 2
r
]
−R
r
(
1− r
1− R
)[
(3−R)R− 2
R
]}
dR
dτ
, (30)
on
µ1 = c
3R
Γ[
1+ (1−c)βδT ln (TmδT + 1)
] . (31)
Seguint el mateix procediment per a la temperatura de la fase sòlida, θ, obtenim
θ0 = Tm, θ1 = − µ2
2kR
(R2 − r 2)dR
dτ
, (32)
on
µ2 = c
6k
βΓ
R2
[
β+ (1−c)δT ln (TmδT + 1)
] . (33)
Substituint T ≈ T0 + T1/β i θ ≈ θ0 + θ1/β a la condició de Stefan (25) resulta
dR
dτ
= (Tm − 1)
R(1− R)
[
1+ 1
β
{(
1− c − 2
R
)
Tm + 2R − µ1 − µ2
}]−1
, (34)
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que es pot acoblar a la forma diferencial de l’equació de Gibbs-Thomson
dTm
dτ
= 3µ1
1− R
dR
dτ
. (35)
Aquestes equacions estan subjectes a les condicions inicials R(0) = 1 i Tm(0),
on Tm(0) es determina resolent l’equació (26) amb R = 1. Per tant, el sistema
original, consistent en dues equacions en derivades parcials subjectes a un
domini especificat per la condició de Stefan i acoblat a una equació que descriu la
temperatura de fusió, s’ha pogut reduir a dues equacions diferencials ordinàries
de primer ordre.
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Figura 5: Evolució del front de canvi de fase R(t) en variables redimen-
sionalitzades (multiplicant R pel radi original, R0 = 10 nm, i t per a
l’escala temporal, 2.7 ps, es poden obtenir els valors a escala real).
A la figura 5 es mostra la posició de la frontera entre el sòlid i el líquid, R(t),
en funció del temps. Les línies discontínues corresponen a la solució aproximada
i les línies contínues a la solució numèrica per diferències finites del sistema
complet, (23)–(26). Els tres grups de corbes diferents corresponen a: (i) solució
del model utilitzant la forma generalitzada de l’equació de Gibbs-Thomson,
(ii) solució suposant cs = cl a l’equació de Gibbs-Thomson però no a la condició
de Stefan (aquesta és l’aproximació adoptada a [32]) i (iii) la solució del model
més estàndard on cs = cl i Tm = T∗m (problema clàssic de Stefan). És evident que
la solució del model estàndard sobreestima de manera significativa el temps
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total de transició de fase (en un ordre de magnitud). Els grups (i) i (ii) mostren
que, a mesura que el radi de la fase sòlida decreix, la derivada de la corba
augmenta i tendeix a infinit. En l’últim estadi de la transició es preveu que la
partícula desapareixi sobtadament. Aquest fenomen de «fusió abrupta» va ser
observat en els experiments descrits a [26]. A la figura 6 es mostra el perfil de la
temperatura de les fases sòlida i líquida a mesura que la partícula va canviant
de fase. La línia de punts indica que la temperatura de fusió decreix amb el
temps; la línia discontínua és la temperatura de la fase sòlida, i la contínua, la
de la fase líquida.
Una observació interessant en la figura 6 és el fet que la temperatura del
sòlid és superior a la temperatura de fusió. Aquest fenomen no succeeix en els
problemes estàndard de canvis de fase i, suposadament, és degut al fet que la
temperatura de fusió decreix més ràpidament que la temperatura en el sòlid.
Llavors, en contra del que passa a la macroescala, a la nanoescala el sòlid ajuda
que el procés de fusió sigui més ràpid.
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Figura 6: Perfils de la temperatura a l’interior d’una nanopartícula en
diferents instants del procés de canvi de fase. Les línies contínues repre-
senten la temperatura de la fase líquida, les discontínues la temperatura
de la fase sòlida i la línia de punts representa la temperatura de canvi de
fase.
A [19] es pot trobar una extensió d’aquest model on s’inclou el canvi de
densitat entre les dues fases. Actualment, el nostre grup treballa per a incor-
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porar a aquests models altres tipus de mecanismes de transferència de calor
importants a la nanoescala, com, per exemple, el transport balístic causat per
la interacció entre fonons.
4 Increment del flux d’un fluid en nanotubs de carboni (CNT)
El model clàssic que descriu el flux d’un fluid a través d’un conducte cilíndric es
descriu mitjançant l’equació de Hagen-Poiseuille, que dóna l’expressió següent
per al flux:
QHP = −piR4pz/(8µ), (36)
on pz és el gradient de pressió a través del conducte, R és el radi i µ la vis-
cositat del fluid. És un fet ben conegut que el flux d’un fluid en un CNT és
significativament superior al valor que preveu (36).
Una manera freqüent d’explicar aquest augment és introduint una longitud
de lliscament (slip-length) en el model. Això significa que la condició de no
lliscament u(R) = 0 es reemplaça per
u(R) = −Ls ∂u(R)∂r , (37)
on Ls és la longitud de lliscament i u la velocitat i així s’obté la modificació
següent de l’expressió del flux:
Qslip = QHP
(
1+ 4Ls
R
)
. (38)
Típicament, a la bibliografia, l’increment del flux es defineix com la proporció
entre el flux observat i el flux predit, slip = Qslip/QHP . Clarament, qualsevol
magnitud d’aquest increment pot ser ajustada mitjançant un valor apropiat
de Ls . Si es compara la teoria amb els experiments a la microescala, s’arriba a
valors raonables de la longitud de lliscament, els quals són molt inferiors a les
dimensions del conducte. Quan es tracta de nanoconductes, però, les longituds
de lliscament són de l’ordre de micres. Actualment, no hi ha cap teoria per a
poder predir la longitud de lliscament d’un fluid que flueix en contacte amb
un sòlid, però sí que n’hi ha una per als gasos. En aquest cas, la longitud de
lliscament és de l’ordre de la trajectòria lliure mitjana (mean free path) de les
molècules del gas [48] (per a l’aigua la trajectòria lliure mitjana és de 0.3 nm). Per
tal de ser coherents amb les seves observacions experimentals, Holt et al. [22] i
Majumder et al. [30] estimen longituds de lliscament de l’ordre de micres. Com
és esperable, valors tan elevats de la longitud de lliscament en estudis sobre
CNT han portat molts autors a qüestionar la validesa del model modificat de
Hagen-Poiseuille [42, 46]. Cottin-Bizonne et al. [12] afirmen que la longitud de
lliscament hauria de tenir un únic valor independent del radi del conducte i molt
inferior als que es donen en estudis previs. Aquests valors experimentals tan
elevats s’atribueixen a la presència de partícules hidrofòbiques contaminants.
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Una explicació alternativa al comportament de la longitud de lliscament
es basa en el fet que els CNT són hidrofòbics. La força d’atracció entre les
molècules d’aigua és més gran que l’atracció entre el sòlid hidrofòbic i l’ai-
gua [16]. Ha estat postulat que la hidrofobicitat es pot presentar en llacunes de
gas, en una capa d’extinció o en la formació de vapor: totes les descripcions
coincideixen en l’existència d’una regió de baixa viscositat propera a la paret,
que experimentalment es pot interpretar com un lliscament «aparent» [16, 34].
Poynor et al. [38] indiquen que les seves dades de radiació de sincrotró de-
mostren sense ambigüitats que la capa d’extinció es forma quan l’aigua es
troba amb la superfície hidrofòbica. A més a més, les capes d’extinció han estat
pronosticades mitjançant simulacions de dinàmica molecular [31] i observa-
des experimentalment. Joseph et al. [23] varen observar una capa d’extinció
de lligams d’hidrogen. Barrat et al. [5] varen mostrar que la primera capa de
molècules d’aigua es redueix en presència d’una paret hidrofòbica.
Suposant que hi ha una capa d’extinció, les equacions estàndard de la
dinàmica de fluids es poden fer servir utilitzant un model de biviscositat, amb
un flux del fluid principal que ocupa el centre del conducte i una regió d’extinció
propera a la paret amb una viscositat inferior. Aplicant la condició de continuïtat
a la velocitat i a la tensió tallant (shear stress) en la interfície entre les dues
regions, definida per r = α, el flux es pot expressar com
Qµ = QHP α
4
R4
[
1+ µ1
µ2
(
R4
α4
− 1
)]
, (39)
on µ1, µ2 representen la viscositat estàndard i la viscositat de la capa d’extinció,
respectivament, essent µ1  µ2, i α és el radi de la regió principal (els experi-
ments amb CNT indiquen un gruix de la capa d’extinció de δ = 0.7 nm, i per tant
α = R− 0.7 nm). L’increment del flux es defineix com el quocient µ = Qµ/QHP .
Utilitzant dades de [47] s’obté que µ2 ≈ 0.018µ1, que concorda amb el fet que la
viscositat de l’aire i de l’oxigen són aproximadament 0.02 vegades la de l’aigua.
Cal destacar que aquests són gasos inmediatament disponibles en experiments
fets amb aigua: l’aire pot ser arrossegat o estar dissolt en l’aigua, mentre que
l’oxigen n’és un dels components.
Per al flux d’un gas hi ha una teoria que explica el seu lliscament sobre una
superfície sòlida; tanmateix, no hi ha cap teoria que expliqui el mateix fenomen
per a un fluid. En comparar les expressions anteriors per al flux d’un fluid
amb lliscament i capa d’extinció s’arriba a l’expressió següent de la longitud de
lliscament d’un fluid:
Ls = δ
(
µ1
µ2
− 1
)[
1− 3
2
δ
R
+
(
δ
R
)2
− 1
4
(
δ
R
)3]
. (40)
Aquesta expressió és una funció monòtonament decreixent de R (Thomas et
al. [42] ja havien pronosticat aquest tipus de comportament). A més, tenint en
compte que µ1/µ2  1, es poden identificar tres règims diferents:
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1. Per a conductes suficientment amples, tals que δ/R  µ2/µ1, llavors
µ ≈ 1. No hi ha cap augment del flux apreciable i la condició de contorn de
no lliscament és suficient, Ls ≈ 0. Aquest règim és vàlid aproximadament
per a R > 3µm. És a dir, en conductes amples amb superfícies llises no
s’observa cap lliscament.
2. Per a conductes d’amplada moderada, tals que (δ/R)(µ1/µ2) és d’ordre 1
però δ/R 1; llavors només el terme principal de Ls té un efecte rellevant
i
µ ≈ 1+ 4δR
(
µ1
µ2
− 1
)
. (41)
Aquest règim és vàlid per a R ∈ [21 nm,3µm] i correspon a una longitud
de lliscament constant, Ls = δµ1/µ2. Nombrosos articles constaten longi-
tuds de lliscament de 20 a 40 nm per a radis des d’uns quants nanòmetres
fins a uns centenars de nanòmetres [11, 12].
3. Per a conductes molt estrets, on δ/R és de l’ordre de la unitat, s’ha de fer
servir l’expressió completa de µ i la longitud de lliscament varia amb el
radi del conducte. Thomas et al. [43] apunten que Ls varia amb R per a
R ∈ [1.6,5]nm i mostren que  ≈ 32 quan R = 3.5 nm. El nostre model
prediu  ≈ 33.2 per a aquest valor de R. També prediu un increment
màxim (obtingut substituint R = δ) d’aproximadament 50, que concorda
amb 45 de les observacions de Whitby et al. [47].
Si definim una viscositat mitjana, igualant els fluxos dels models amb bivisco-
sitat i viscositat única, llavors clarament la viscositat mitjana decreix amb el
radi del conducte (ja que la regió d’extinció ocuparà una porció més gran del
conducte quan R decreixi). Aquest resultat concorda amb simulacions fetes
recentment [43, 49].
5 Conclusió
En aquest article hem descrit de manera breu tres problemes d’interès general
per a la nanociència. Tot i treballar al límit de la teoria del continu, els models
presentats mostren concordància amb les observacions experimentals, a més
de proporcionar informació valuosa sobre diversos fenòmens característics de
la nanoescala. De fet, el model de capa límit per als nanofluids contradiu la
gran majoria d’estudis experimentals, però està en la línia de nous corrents de
recerca i, en particular, dels resultats d’un estudi de referència que implica que
molts dels experiments anteriors han arribat a conclusions errònies.
La modelització matemàtica a la nanoescala també pot proporcionar infor-
mació valuosa sobre problemes macroscòpics. Per exemple, l’absència d’una
teoria per a calcular la longitud de lliscament quan un fluid es mou en contacte
amb una superfície sòlida. L’estudi del flux d’un fluid en nanotubs de carboni
ha portat a una expressió per a la longitud de lliscament en funció de l’amplada
de la capa d’extinció i la viscositat del gas disponible. El nostre estudi més
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recent sobre canvis de fase en nanopartícules [19] inclou el canvi de densitat
entre les fases sòlida i líquida. Els resultats mostren que, a mesura que el radi
tendeix a infinit, la diferència entre els dos models (tant si s’hi inclou com si no
el canvi de densitat) es manté fixa al 15 %. El canvi en la densitat és generalment
omès en el problema de Stefan, mentre que el nostre estudi mostra que aquest
canvi té un paper molt important.
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